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超 静 定 结 构

超静定结构

静定结构的内力只根据静力平衡条件既可求出，而不
必考虑变形协调条件，即内力是静定的。

超静定结构的内力的求解则必须同时考虑静力平衡条
件和变形协调条件，即内力是超静定的。

计算超静定结构的基本方法：

q 力法

q 位移法

第 7 章 力 法
FORCE ANALYSIS

第7章 力法
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力法是求解超静定结构的基本方法之一，也是学习
其他方法的基础。

力法以静定结构为基础，将多余约束力作为基本未
知量，根据变形协调条件建立力法方程并求解。

Ø 超静定结构的组成和超静定次数

Ø 力法的基本概念

Ø 超静定刚架和排架

Ø 超静定桁架和组合结构

Ø 对称结构的计算

Ø 支座位移和温度改变时超静定结构的计算

Ø 超静定结构的位移计算
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q 静定结构 —— 结构的支座反力和各截面的内力都可以用
静力平衡条件唯一地确定。

一.超静定结构的组成
The Components of Statically Indeterminate Structure

§7-1 超静定结构的组成和超静定次数

q 超静定结构 —— 支座反力和各截面的内力不能完全由

静力平衡条件唯一地确定。

A BxAF

BFyAF

A BxAF

yAF
BFCF

C

静定结构是无多余约束的几何不变体系。
超静定结构是有多余约束的几何不变体系。

二. 超静定结构的基本特征

几何组成特征：几何不变、有多余约束。

静力特征：仅有静力平衡条件无法全部确定支座反力和内力。

求解条件：超静定结构的解必须同时满足静力平衡条件和变形
协调条件。

三. 超静定结构的形式

q 超静定梁
q 超静定刚架
q 超静定桁架
q 超静定排架
q 超静定拱
q 超静定组合结构
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四. 超静定次数的确定

超静定次数是指超静定结构中多余约束的个数。

即如果去掉n个约束后，超静定结构就变成了静定结构，那
么，超静定次数就等于n。

确定超静定次数的方式通常有如下几种：

q 去掉一根支杆或切断一根链杆，相当于去掉一个约束。

A B C
A B C

1X 2X

A B

CD

A B

CD

1X

q 撤去一个固定铰支座或撤去一个单铰，相当于去掉两个约束

A

B C

A

B C
1X

2X

q 撤去一个固定端或切断一根梁式杆，相当于去掉三个约束。

A B

CD E

A B

CD E
1X 2X

3X
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q 在连续杆上加入一个单铰（即将刚结的两根杆改为铰
接），相当于去掉一个约束。

A B

CD E

A B

CD E
1X

注意：

v 要把全部的多余约束都拆掉。

v 不要把原结构拆成一个可变体系，即不能去掉必要约束。

确定下列结构的超静定次数

A
B

C

D

A B C D

E F

A

B

C D

E

F
A

B C

D

E

F
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力法的基本未知量：多余约束力 1X

一.基本思路

§7-2 力法的基本概念

解除多余约束，代之于多余约束力，化超静定结构为静定
结构的计算。

q 力法的基本未知量

超静定问题的关键问题是计算多余约束力。

在力法中，只要X1能解出，其余未知力就可以用静力法求出。

q

A
B

1XyAF
xAF

AM

q 力法的基本体系

把多余约束去掉，而代之以多余约束力X1，这样得到
的含有多余约束力的静定结构称为力法的基本体系。

把原超静定结构中多余约束和荷载都去掉后得到的静
定结构为力法的基本结构。

1X

A B基本结构

A

q

B
基本体系

基本结构
拆除多余
约束后的
静定结构

基本体系
拆除多余
约束添加
约束反力
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q 力法的基本方程(典型方程)

基本体系转化为原来的超静定结构的条件是：基本体系
沿多余约束力X1的方向的位移△1应与原结构相同，即

01 =∆位移协调条件：

基本体系

P1∆
11∆

01111 =∆+∆=∆ P力法基本方程:

△1P是基本结构在荷载单独作用下沿X1方向的位移。

△11是基本结构在多余约束力X1单独作用下沿X1方向的位移。

设δ11在数值等于基本结构在单位力单独作用下沿X1方向
产生的位移。则

11111 Xδ=∆

故在线性变形条件下一次超静定结构的力法基本方程为：

011111111 =∆+=∆+∆=∆ PP Xδ

力法方程中的系数项 和自由项 都是基本结
构即静定结构的位移，则可以使用静定结构位移计算
公式进行计算。

P1∆11δ
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EI
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q

LA B

A B

2

2
1 ql

图PM

L
A B1

A B

图1Ml

将△1P和δ11代入力法基本方程，可得

根据叠加原理，结构任一截面的弯矩M为：

PMXMM += 11

0
83

4

1

3

1111 =−=∆+
EI

qlX
EI
lX Pδ qlX

8
3

1 =

B
A

2

8
1 ql

2

16
1 ql

图M

q

LA
B

8
3ql

8
5ql

8

2ql

图QFA B

8
3ql

8
5ql

+
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二.力法典型方程

（1）选择基本结构
去掉原结构的多余约束得到任意一个静定结构为基本结构。
确定n个基本未知力X1、X2、…Xn。

对于n次超静定的一般情形，力法的基本未知量使n个
多余约束的未知力X1、X2、…Xn 。求解步骤如下：

（2）建立力法典型方程










=∆++⋅⋅⋅++
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
=∆++⋅⋅⋅++
=∆++⋅⋅⋅++

0

0
0
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δδδ
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（7-4）



















=



















∆

∆
∆

+





































0

0
0

2

1

2

1

21

22121

11211








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P

nnnnn

n

n

X

X
X

δδδ

δδδ
δδδ

注意：

q 根据位移互等定理有

q 主系数 ，副系数 可正、可负、也可为零。

jiij δδ =

)( jiij ≠δ0>iiδ

系数项 是由单位力 产生的沿 方向的位移。

自由项 是由真实荷载产生的沿 方向的位移。

ijδ 1=jX iX

iXiP∆
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（4）解方程，求多余未知力X1、X2 … Xn

（3）求解系数项和自由项









++⋅⋅⋅++=

++⋅⋅⋅++=

++⋅⋅⋅++=

NPnNnNNN

QPnQnQQQ

Pnn

FXFXFXFF

FXFXFXFF
MXMXMXMM

2211

2211

2211

（5）根据叠加原理，求解超静定结构的内力，绘制内力图

( )njids
EI

jMiM
ij ,,2,1, =∑ ∫=δ

( )nids
EI
MM Pi

iP ,,2,1 ==∆ ∑∫

（ 图与 图进行图乘）iM jM

（ 图与 图进行图乘）iM PM

【例7.1】作图示结构的弯矩图。EI为常数

q

LA
B

（1）选择基本结构
（2）建立力法典型方程

（3）求解系数项和自由项

解:

q

A
B

基本结构

1X

01111 =∆+ PXδ

q

A
B

真实荷载

2

8
1ql

图PM

A
B

单位荷载

1

A B
图1M

1

EI
ll

EIEI
MM

3
11

3
1111

11 =××××== ∑∫δ

EI
qlqll

EI

EI
MM P

P

242
1

83
21 32

1
1

=×







×××=

=∆ ∑∫
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（4）解方程，求多余未知力

（5）根据叠加原理，绘制内力图。

0
243

3

11111 =+=∆+
EI

qlX
EI
lX Pδ

8

2

1
qlX −=

BA

2

8
1ql

2

16
1 ql

图M 图PM 图1M

A B

1
2

8
1ql

A B
= +

PMXMM += 11

【例7.2】作图示结构的弯矩图。EI为常数

解:（1）选择基本结构
（2）建立力法典型方程

（3）求解系数项和自由项

01111 =∆+ PXδ

A B
PF

1X基本结构
L

A B
PF

C

A C

lFP2
1

图PM

图1M

A BC

l 2
l

（4）解方程，并绘制内力图。

C
A B

图M

lFP16
3

lFP16.0

EI
llll

EI 33
11 3

11 =××××=δ

EI
lFllFl

EI

llFl
EI

PP

P
P

48
5

2226
11

223
11

2

1

−=××××−

××××−=∆
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§7-3 超静定刚架和排架

计算刚架和排架时，通常忽略轴力和剪力的影响，而
只考虑弯矩的影响。轴力的影响在高层刚架的柱中比较
大，剪力的影响当杆件短而粗时比较大，当遇到这种情况
时要作特殊处理。

【例7.3】

解:

图示超静定刚架受均布荷载q= 20KN/m作用，试
作刚架的内力图。

20KN/m

8m

6m

A B

C D

（1）选择基本结构
20KN/m

A B

C D

1X

一. 超静定刚架

（2）建立力法典型方程

（3）求解系数项和自由项

01111 =∆+ PXδ
160.00

图PM

20

A B

C D

A B

C D

1

6.00 6.00

图1M

EIEI

EI
4328661

2666
3
11

11

=×××+

×





 ××××=δ

EI

EIP

5120

61606
3
21

1

−=

×





 ×××−=∆
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A B

C D

69.82 69.82

90.18

图M

（4）解方程，求多余未知力

（5）根据叠加原理，绘制内力图。

05120432
11111 =−=∆+

EI
X

EI
X Pδ 85.111 =X

PMXMM += 11

【例7.4】

解:

10KN/m

2m

2m

A

B C

作图示超静定刚架的内力图。

（1）选择基本结构

（2）建立力法典型方程





=∆++
=∆++

0
0

2222121

1212111

P

P

XX
XX

δδ
δδ

10KN/m

A

B C
1X

2X

基本结构
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（3）求解系数项和自由项

10KN/m

A

B C
20.0

图PM
A

B C
1

A

B
C 12.0

2.0

图1M 图2M
2.0

EIEIEI 3
322221222

3
11

11 =×××+××××=δ

EIEI 3
8222

3
11022 =××××+=δ

EIEI
4222

2
1102112 −=××××−== δδ

EIEIEIP
100220212202

4
11

1 −=×××−××××−=∆

EIEIP
402202

2
1102 =××××+=∆

A

B C
2.89

0.41

2.89

6.53

图M









=++−

=−−

040
3

84

01004
3
32

21

21

EI
X

EI
X

EI

EI
X

EI
X

EI

（4）解方程，求多余未知力

（5）根据叠加原理，绘制内力图。





=
=

14.2
57.8

2

1

X
X

PMXMXMM ++= 2211
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【例7.5】图示为两跨厂房排架，试作内力图。
计算资料如下：
（1）截面惯性矩 左柱：上段 IS1=10.1×104 cm4 ，下段 IX1=28.6 ×104 cm4

右柱及中柱：上段IS2=16.1 ×104cm4 ，下段 IX2=81.8×104cm4 

(2)右跨吊车荷载 竖向荷载为FPH=108 KN，FPE=43.9 KN。由于FPH、FPE与下柱
轴线有偏心距e =0.4m ，因此在H、E点的力偶荷载为

MH = FPHe = 43.2KN·m      ME = FPEe = 17.6KN·m 

二. 超静定排架

(1) 此排架是二次超静定。取连杆 FG 和 DE 的轴
力 X1 和 X2 为多余未知力。

多余未知力 X1 和 X2 都是内力；内力在基本体系中是广
义力，是由数值相等、方向相反的一对力组成的。
切断一根杆件，是指在切口处把与轴力、剪力、弯矩相应

的三个约束全部切断。这里指的是切断杆件中的轴向约束，即
只切断与轴力相应的那一个约束，另外两个约束仍然保留。

解:

(2)建立力法典型方程





=∆++
=∆++

0
0

2222121

1212111

P

P

XX
XX

δδ
δδ
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(3)求解系数项和自由项

20

9.50

4.73

5.49

303

2112

2
22

1
11

2
2

1
1

2

2

−==

==

==

−==∆

==∆

∑∫

∑∫

∑∫

∑∫

δδ

δ

δ

ds
EI

M

ds
EI

M

ds
EI

MM

ds
EI
MM

P
P

P
P

（4）解方程，求多余未知力

（5）根据叠加原理，绘制内力图。





−=
−=

KNX
KNX

73.0
33.4

2

1

PMXMXMM ++= 2211





=−+−
=+−

05.499.5020
0303204.73

21

21

XX
XX



17

§7-4 超静定桁架和组合结构

一. 超静定桁架

超静定桁架的计算与超静定刚架的计算相同，其特点
仅在于：基本结构的位移是由杆件轴向变形引起的。即计
算力法方程的系数和自由项时，只考虑轴力的影响。

∑=
EA

lNN ji
ijδ ∑=∆

EA
lNN Pi

iP

解:

【例7.6】 试求图示超静定桁架的内力（外部超静定桁架）

L L

L

A B C

D
PF

（1）选择
基本结构

A B C

D
PF

1X

（2）建立力法典型方程

01111 =∆+ PXδ

（3）求解系数项和自由项
A B C

D
PF

A B C

D

1

图NPF

PF
2
2

−
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2
2

−
0
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2
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2
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2
2

2
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1
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2
1

−
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2
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2
11

22
2
2

2
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=
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






×






−×






 −×+

×







×××== ∑δ
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lFlF
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lF
EAEA

lNN

P
P

P
Pi

iP
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2
1

2
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2
2

2
21

−=+×







××






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










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






−××==∆ ∑
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（4）解方程，求多余未知力

（5）根据叠加原理，绘制内力图。

0914.1914.2 11111 =−=∆+
EA

lFX
EA
lX P

Pδ PFX 657.01 =

NPNN FXFF += 11

A B C

D
PF

图NF

PF243.0−
PF243.0−

PF172.0

PF657.0−

PF172.0

解: （1）选择基本结构

【例7.7】 试求图示超静定桁架的内力（内部超静定桁架）

30KN
3m 3m 3m

3m

A B C D

E F
1X

（2）建立力法典型方程 01111 =∆+ PXδ

30KNA B C D

E F

基本结构

注意：在表达式

中，也包括被截杆件，不要漏算。这是因为位移是由
所有各杆变形引起的，包括被截杆的变形。

∑=
EA

lNN ji
ijδ ∑=∆

EA
lNN Pi

iP
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（3）求解系数项和自由项，及解方程，并进行叠加

30KNA B C D

E F

A B C D

E F
1

14−

10−

20

28−
14−

0
3010

10 20

图NPF 图1NF

7.0−

0

00

0 7.0−7.0−

7.0−

1

∑∑ =∆=
EA

lFF
EA

lFF NPN
P

NN 1
1

11
11δ

杆件 l(cm) A(cm2) FNP(KN)

1 300 15 10 0 0 0 10.0
2 300 20 20 -0.7 7.5 -210 11.5
3 300 15 20 0 0 0 -20.0
4 424 20 -14 0 0 0 -14.0
5 300 25 -10 -0.7 6 84 -18.5
6 424 20 -28 0 0 0 -28.0
7 300 15 10 -0.7 10 -140 1.5
8 300 15 30 -0.7 10 -420 21.5
9 424 15 -14 1 28 -396 -1.9
10 424 15 0 1 28 0 12.1
∑ 89.5 -1082

δ11、△1P和轴力FN的计算

1NF 11
/

2
−cm

A
lFN

11 / −⋅cmKN
A

lFF NPN KNFXFF NPNN /11 +=

二. 超静定组合结构

对于组合结构，计算力法方程的系数和自由项时，
对桁式杆只考虑轴力的影响；对梁式杆通常可以忽略轴
力和剪力的影响，只考虑弯矩的影响。即计算力法方程
的系数和自由项时，采用下述表达式

∑∑ ∫ +=
桁式杆梁式杆 EA

lNNds
EI
MM jiji

ijδ

∑∑ ∫ +=∆
桁式杆梁式杆 EA

lNNds
EI
MM PiPi

iP
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试求图示一次超静定组合结构在荷载作用下的内力。各杆的
刚度给定如下：杆AD为梁式杆，EI = 1.40×104 KN·m2, EA = 1.99×106 KN

杆 AC 和 CD 为链杆，EA = 2.56×105 KN；杆BC为链杆，EA=2.02×105 KN 

一次超静定结构，切断多余链杆 BC ，在切口处代以未知轴力X1，得基本
体系。基本体系由于荷载和未知力在 X1 方向的位移应当为零，亦即切口处两
截面的相对位移应为零。

【例7.8】

解:（1）选择基本结构

（2）建立力法典型方程

01111 =∆+ PXδ

( ) ( ) ( )
KNm

EA
lFds

EI
M N

/000419.0

80.01
1002.2

1209.393.1
1056.2

195.586.1
1099.1

1249.1
3
2

2
975.249.1

104.1
1 2

5
2

5
2

64

11
11

22

=








×
×

+××
×

+×
×

+×













 ××

×
×

=+= ∑∫δ

( )

m

ds
EI

MM P
P

0438.0

2
2

49.161.075.1135261.0
3
2225.1135

2
1249.1

8
5975.225.13

3
2

104.1
1

4

1
1

=









×






 +

××+×





 ××






 ××+×






 ××






 ××

×
=

=∆ ∫

（3）求解系数项和自由项
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KN
KNm

mX P 5.104
/000419.0

0438.0
11

1
1 −=−=

∆
−=

δ

P

NPNN

MXMM

FXFF

+=

+=

11

11

（4）解方程，求多余未知力

（5）根据叠加原理，绘制内力图。

讨论
由上图可以看出，横梁 AD 

在中点 B 受到下部桁架的支
承反力为104.5KN，这时横梁
最大弯矩为79.9 KN·m，如果没
有下部桁架的支承，则横梁
AD 为一简支梁，其弯矩图如
右，其最大弯矩为148.3 KN·m
。可见，由于桁架的支承，横
梁的最大弯矩减小了46%。

这个超静定结构的内力分
布与横和桁架的相对刚度有关
。如果下部链杆的横截面很小
，则横梁的 M 图接近于简支
梁的 M 图。如果下部链杆的
截面很大，则横梁的 M 图接
近于两跨连续梁的 M 图。
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§7-5 对称结构的计算

（1）结构的几何形式和支承情况对某轴对称；

（2）杆件截面和材料性质也对此轴对称（因而杆件的截面
刚度EI对比轴对称）。

一. 对称结构

二. 对称荷载与反对称荷载

作用在对称结构上的
任何荷载都可分解为两组

对称荷载
反对称荷载

2EI

1EI

PF
2
1

PF
2
1

反对称荷载

2EI

aa

2EI

1EI

PF
2
1

2EI

PF
2
1

对称荷载

aaPF

2EI

1EI

a

2EI
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【例7.9】

解:

作图示结构的弯矩图。各杆长均为L

（1）选择基本结构

（2）建立力法典型方程

2EI

1EI

PF
2
1

PF
2
1

2EI

0
0

0

3333232131

2323222121

1313212111

=∆+++

=∆+++

=∆+++

P

P

p

XXX
XXX
XXX

δδδ
δδδ

δδδ

PF
2
1

1X

2X

1X
3X 3XPF

2
1

基本结构

（3）求解系数项和自由项，并解方程

11 =X

图1M

12 =X

图2M

图3M

13 =X

PF
2
1

图PM
011 ≠δ

022 ≠δ

033 ≠δ

02112 == δδ

03113 == δδ
03223 ≠= δδ

01 =∆ P

02 ≠∆ P

03 ≠∆ P









=∆+++
=∆+++

=+++

00
00

0000

3333232

2323222

111

P

P

XX
XX

X

δδ
δδ

δ

01 =X

结论：对称结构受对称荷载，反对称内力（剪力）为零
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Ø 对称结构在对称荷载作用下，反对称未知力（剪力）必等
于零，只需计算对称未知力(轴力、弯矩、支座反力)。

021 == XX

3X1X

2X

03 =X

A B

CD E
PFPF

对称荷载作用

A B

CD E
PFPF

反对称荷载作用

三. 对称结构的内力特性

Ø 对称结构在反对称荷载作用下，对称未知力(轴力、弯矩、
支座反力)必等于零，只需计算反对称未知力（剪力）。

Ø 对称结构在对称荷载作用下，轴力图、弯矩图、变形是
对称的，剪力图是反对称的。

Ø 对称结构在反对称荷载作用下，轴力图、弯矩图、变形
是反对称的，剪力图是对称的。

四. 对称结构的变形及内力图特性

五. 无弯矩情况的判定

Ø 一个集中力沿柱子的轴线作用。

A B

C D

A B

C D

Ø 一对大小相等、方向相反的力沿杆轴作用于杆的两端。
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六. 半边结构的选取

Ø奇数跨刚架受对称荷载作用

2EI

1EI

PF
2
1

2EI

1EI

PF
2
1

PF
2
1

2EI

2EI

1EI

PF
2
1

2EI
2EI

1EI

PF
2
1

PF
2
1

2EI 2EI2EI

1EI 1EI

Ø奇数跨刚架受反对称荷载作用

2EI

1EI

PF
2
1

2EI

1EI

PF
2
1

2EI

1EI

PF
2
1

PF
2
1

2EI

2EI

1EI

PF
2
1

PF
2
1

2EI 2EI 2EI

1EI
1EI
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Ø偶数跨刚架受对称荷载作用

2EI

1EI

PF
2
1

2EI

1EI

2EI
3EI

PF
2
1

PF
2
1

2EI

1EI

2EI
2

3EI

PF
2
1

PF
2
1

2
3EI

2EI

1EI

PF
2
1

2
3EI

Ø偶数跨刚架受反对称荷载作用

2EI

1EI

2EI
3EI

PF
2
1

PF
2
1

1EI

2EI

1EI

2EI

PF
2
1

PF
2
1

2
3EI

2
3EI

1EI

2EI

1EI

PF
2
1

2
3EI

2EI

1EI
PF

2
1

2
3EI
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A

B C

D

E

F

M M

A

B

C

D
M

A

B

C

D

E

F

G

H

MM

分析下列结构的等代半结构

A

B C

M

PF

A B C D

EF

M

A B C D

EF

A B

D

2
M

A B

D

2
PF
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【例7.10】

解:

q

L L

L

A B

CD E

作图示结构的弯矩图。EI为常数

（1）选择基本结构
（2）建立力法典型方程

（3）求解系数项和自由项

01111 =∆+ PXδ

q

A

D E 1X

基本结构

q

A

D E

图PM

2

2
1 ql

图1MlA

D
E

1EI
llll

EI 3
0

3
11 3

11 =+××××=δ

EI
qllqll

EIP 4
0

22
11 42

1 −=+







×××−×=∆

（4）解方程，求多余未知力

（5）根据叠加原理，绘制内力图。

0
43

4

1

3

1111 =−=∆+
EI

qlX
EI
lX Pδ

4
3

1
qlX =

PMXMM += 11

A

D

2

2
1 ql

2

4
1 ql

图M
B

CE

2

2
1 ql

2

4
1 ql
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【例7.11】

解:

作图示结构的弯矩图。

（1）选择基本结构

L

H

A B

C DPF

1EI

2EI

1EI

A B

C D
2

PF
2

PF

对称荷载作用

A B

C D
2

PF
2

PF

反对称荷载作用

= +

A

D

基本结构

1X
2

PF

（2）建立力法典型方程

01111 =∆+ PXδ

（3）求解系数项和自由项

A

D
2

PF

A

D 1

图PM
hFP2

1

图1M

2
l

1

2

1
1

8
0

222
11

EI
lhFhlhF

EI
PP

P =+××××=∆

2

3

1

2

21
11

244

2223
11

22
1

EI
l

EI
hl

lll
EI

hll
EI

+=







 ×××+






 ××=δ

（4）解方程，求多余未知力

（5）根据叠加原理，绘制内力图。

PMXMM += 11

l
hF

k
kX P

216
6

1 ⋅
+

−=
lI
hIk

1

2
=设 则

A B

C D

416
26 hF

k
k P

+
+

416
6 hF
k

k P

+

图M
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弯矩图随横梁与立柱刚度比值而改变。
（1）当横梁比立柱的 I 小很多时，即 k 很小时，柱顶弯矩趋于零。
（2）当横梁比立柱的 I 大很多时，即 k 很大时，柱的弯矩零点趋于柱的
中点。
（3）一般情况下，柱的弯矩零点在柱的上半部范围内变动。刚架受水平结
点荷载的近似计算中，当 k≥3 时，常将弯矩零点置于柱中点，以简化计
算。

讨论

§7-9 支座位移和温度改变时的计算

超静定结构的特点之一是无荷载作用时，也可以产生内
力。超静定结构在支座移动和温度改变等因素作用下产生的
内力，称为自内力。

一.支座位移时的计算

【例7.12】图示等截面梁
AB。已知左端支座转动
角度为θ，右端支座下
沉位移为α，试作弯矩
图。 EI为常数

用力法分析支座移动时的超静定结构，其基本原理与在
荷载作用下的情况基本一致，系数项仍按图乘法计算，而自
由项是由于支座移动改变引起的，其计算公式为

∑−=∆ KcF RK



31

（1）选择基本结构

（2）建立力法典型方程

解法一：

位移协调条件： a−=∆ 1

基本体系的位移△1是由未
知力 X1 和支座 A 的转角θ共
同作用产生的，因此

aX c −=∆+ 1111δ
自由项△1c是当支座 A 产生转
角θ时在基本结构中产生的沿
X1 方向的位移，则

lcF KRKc θ−=−=∆ ∑1

∫ ==
EI
lds

EI
MM

3

3
11

11δ系数

因为基本结构是静定结构，支座移动时在基本体系
中不引起内力，因此内力全是由多余未知力引起的。弯
矩叠加公式为

（3）解方程，求多余未知力

（5）根据叠加原理，绘制内力图。

alX
EI
lX c −=−=∆+ θδ 1

3

1111 3 





 −=

l
a

l
EIX θ21

3

1111 XMMXMM P =+=
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（1）选择基本结构

（2）建立力法典型方程

解法二：

位移协调条件： θ=∆ 1

θδ =∆+ cX 1111

（3）解方程，绘制内力图。

自由项△1c是简支梁由于支座 B 
下沉位移a而在 A 点产生的转角

系数
EI
l

3
11 =δ

l
aa

lC =





 ×−−=∆

1
1

θ=+
l
aX

EI
l

1
3







 −=

l
a

l
EIX θ

3
1

二. 温度改变时的计算

用力法分析温度改变时的超静定结构，其基本原理与在
荷载作用下的情况基本一致，系数项仍按图乘法计算，而自
由项是由于温度改变引起的，其计算公式为

∑∫∑∫
∆

+=∆ ds
h

tMdstF N

αα 0

【例7.13】

图示刚架，施工时的温度
为15   ，冬季使用时室
外温度为-35   ，室内温
度为15   ，试作内力
图。EI为常数，

C0
C0

C0

00001.0=α
8m

6m

A B

C D
C035−
C015+

400mm

60
0m

m



33

（1）选择基本结构
（2）建立力法典型方程

（3）求解系数项和自由项

解:
01111 =∆+ tXδ

A B

C DE
1 1

A B

C DE
1 1

图1M

1 1
6
1

图1NF

+
6
1

EIEI
128112611

3
11

11 =



 ××+×






 ×××=δ

A B

C DE

1X

基本结构

C035−

C015+

施工时的温度和冬季温度的变化值为

Ct 0
1 50−=室外 Ct 0

1 0=室内

则 25
2

050
0 −=

+−
=t 50)50(0 =−−=∆t

故 ααα 1133261
2
181

6.0
508

6
1)25(1 =



 ×






 ××+×××+






 ××−×=∆ t

（4）解方程，求多余未知力

（5）根据叠加原理，绘制内力图。

0113312
11111 =+=∆+ αδ X

EI
X t 65.1352.941 −=−= EIX α

PMXMM += 11 NPNN FXFF += 1

A B

C D

136 136

图M 图NF
A B

C D

6.22
-
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§7-10 超静定结构的位移计算

一.荷载作用时的位移计算

( )127 −++=∆ ∑∫∑∫∑∫ ds
GA

FFk
ds

EA
FFds

EI
MM QN QN

平面结构位移计算的一般公式为

∑ ∑∫ −++=∆ KcFdsFFκM RKQN )( 0γε

二.支座位移时的位移计算

( )137 −−++=∆ ∑∑∫∑∫∑∫ KRK
QN cFds

GA
FFk

ds
EA

FFds
EI

MM QN

三.温度变化时的位移计算

( )1470 −+
∆

+

++=∆

∑∫∑∫

∑∫∑∫∑∫
dstFds

h
tM

ds
GA

FFk
ds

EA
FFds

EI
MM

N

QN QN

αα

四.综合因素作用下的位移计算

( )1570 −−+
∆

+

++=∆

∑∫ ∑∑∫

∑∫∑∫∑∫
KRKN

QN

cFdstFds
h

tM

ds
GA

FFk
ds

EA
FFds

EI
MM QN

αα

为超静定结构在综合因素作用下的内力；

为基本结构在单位力作用下的内力和支座反力。

QN FFM 、、

RKQN FFFM 和、、

说明
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【例7.14】

解:

L
A B

PF
C C

A B

图M

lFP16
3

lFP32
5

求图示结构C点的竖向位移。EI为常数，只考虑
弯矩的影响。

BA C

l
2
1

1

图1M

（1）绘制出超静定结构的M图

（2）任意选择一基本结构，并
绘制出单位力作用下得M图

（3）位移计算

EI
lFlllF

EI

lllF
EI

P
P

PC

3

768
5

2
1

2
1

32
5

6
11

2
1

2
1

16
3

3
11

=××××−

××××=∆


